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MATHEMA TICS 
EIN EINHEITLICHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN INTEGRALEN. I 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of September 26, 1964) 
In dem neuerdings erschienenen Buche: Theory of integration von 
R. HENSTOCK (Butterworths, London 1963) wird eine weitgehende Ver-
allgemeinerung des Riemannschen Integrationsverfahrens, welches fiir 
n 
den eindimensionalen Fall bekanntlich von Summen ~ f(~j)' (tj+1 - tj), 
;=1 
mit tr;:;,~j;;;,tj+l, ausgeht, dadurch erhalten, daB, grob gesagt, in diesem 
Fall nicht ~j zu [tj, tj+1], sondern umgekehrt [tj, tHd zu ~j gewahlt wird. 
Dieser Grundgedanke wird in der hier folgenden Arbeit mit einem· in 
diesen Proceedings, Series A, vol. 59 (1956), 65 (1962) von uns bei 
Riemann-Stieltjesschen Integrationen in abstrakten und in n-dim. 
euklidischen Raumen Rn angewandten Zerlegungsverfahren des Inte-
grationsbereiches kombiniert. Obgleich unsere Arbeit somit manche 
Beriihrungspunkte mit dem HENSTocKschen Buche aufweist, ist die 
Darstellung doch auch in vielen Punkten abweichend; so in der Wahl 
der den Punkten zugewiesenen "Umgebungen", in der Anwendung von 
Ober- und Unterintegralen (statt "Variationen"), in der moglichst friih 
auftretenden Einfiihrung von MaBen und in der zugelassenen "Unstetig-
keit" der Intervallfunktionen in bezug auf welche integriert wird. 
Burkill-Integration bleibt auBer Betracht. 
In den Teilen I bis III beschranken wir uns auf den RI. 
§ 1. 'V-'(i) sei eine endlichwertige, beschrankt additive Segmentfunktion, 
definiert fiir aIle Segmente in RI und von beschrankter Variation auf 
jedem Segment. Fiir ein (offenes) Interval i(XI' X2) = (Xl <X<X2) sei 
(l)[i(XI' X2)]= lim 'V-'{i[XI +hl, x2-h2]}; der hier auftretende (end-
11,.-+0, 11,.-+0; 
h,>O, 11,.>0 
liche) Grenzwert existiert immer. Fiir eine nur einen einzelnen Punkt 
enthaltende Menge {xo} sei (l)[{xo})= lim 'V-'{i[xo-hl' xo+h2]}. Die 
h,~O, loa-O; 
h,>O, ",>0 
(eindeutige) Erweiterung der Definition von (l) fiir offene Intervalle i 
und aus einem einzelnen Punkt aufgebaute Mengen {x} zu den Mengen 
des kleinsten, die Mengen i und {x} umfassenden Mengenkorpers K, wobei 
1 Series A 
2 
die Mengenfunktion beschrankt additiv I) sein soll, liegt auf der Hand; 
<P ist dann auch (J·additiv fur die Mengen von K 2). Die Mengen i und 
{x} bilden die Basis Ko von K. 
Die fur die Mengen von K zugehorigen positiven, negativen und totalen 
Variationen von <P, bzw. G, g und T, sind fur diese Mengen ebenfalls 
endlich, beschrankt- und (J-additiv; dabei soll fur A E K G(A) = (endliche) 
obere Grenze aller <P(E)-Werte mit E ~ A, E E K; g(A) = (endliche) untere 
Grenze dieser <P(E)-Werte, T(A)=G(A)+ Ig(A)1 sein. Auch laBt sich 
zeigen: <P(A) =G(A) +g(A). 
Definition. Eine zu einem io E Ko gehorende Riemann-K1asse ~[io] 
sei eine Klasse von den einzelnen Punkten x des Segmentes io zugewiesenen 
i(x), mit x E i(x). 
Sat z . Bei einer Menge von endlich vielen Trennungspunkten a = Xo < 
<Xl < ... <Xn-l <xn=b des Segmentes io = io[a, b], einer in io uberall 
dichten Menge N und einer Riemann-Klasse ~[io] gibt es in jedem 
Intervall (xj, Xj+1) (j = 0, 1, ... , n-l) endlich viele, zu N gehOrende 
Tei1ungspunkte t/ k ) mit Xj < tp) < t/2) < ... < t/1i) < XJ+l, wobei: 10 
[Xj, tp») C i(xj), mit i(xj) E ~[io]; 20 (t/1i+1), Xj+1] C i(xj+1), mit i(xj+1) E 
E ~[io]; 30 zu jedem (t/l), t/1+1») (1= 1, ... , 1j) sich ein innerer Punkt ~/l) 
anweisen laBt mit ~/l) E Wl), t/1+1») C i(~j(l») und i(~/l)) E ~[io]. 
Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf im Beweise 
angenommen werden: 10 daB fUr die Trennungspunkte Xj(j=O, 1, ... , n) die 
Umgebungen i(xj) E ~[io] disjunkt sind; 20 daB aus Xj<X<Xj+1 (j=0, 1, ... 
... , n -1) und i(x) E ~[io] immer i(x) C (xj, Xj+1) folgt. 
Betrachten wir, fUr [xj, Xj+1] (j=O, ... , n-l), eine Folge von endlich 
vielen Umgebungen folgender Beschafl'enheit: i(xj) mit rechtem End-
punkt Vi; i(~P») mit ~P)~Vj und i(Xi)·i(~/I»)#O, und mit rechtem End-
punkt Vj(1); i(~/2») mit ~j(2) ~vP) und i(~P») ·i(~/2») # 0, und mit rechtem 
Endpunkt V/2); ... ; schlieBlich i(~/li») mit ~/li) ~Vj(li-l) und i(~/lj-l») . 
. i(~j(li)#O, und auBerdem Vj(li) E i(xj+1). Die endlich vielen Umgebungen 
uberdecken samtlich [xj, Xj+1]. DaB dieses Verfahren, bei Xi anfangend, 
wirklich nach endlich vielen Wiederholungen zu einer Uberdeckung von 
[Xj, xJ+d fUhren kann, zeigt sich indirekt. Durch ev. Einschrankung 
der Umgebungen der ~j(l) auf der linken Seite wird erreicht, daB von den 
i(xj), i(~/l»), ... , i(~j(li»), i(XJ+I) nur unmittelbar aufeinander folgende einen 
nicht leeren Durchschnitt haben, und jedes ~j(l) nur allein im zugehorigen 
1) D.h.: 1 0 aus P E K, Q E K, P.Q=O folgt ll>(P+Q)=ll>(P)+ll>(Q); 2 0 aus A E K 
folgt die Endlichkeit der oberen Grenze aller 1ll>(E)I-Werte mit E ~ A, E E K. 
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i(~;<Z») liegt. Sind die (ev. abgeanderten) Umgebungen der ~/l) (u/l), v/ l»), 
so ist: 
Xj < Uj(l) < Vj ~ ~P) <: u/2) < vP) ~ ~/2) < U/3) < v/2) ~ ~j(3) < u/4) < ... 
... < u/1i) < V/1i-1) ~ ~j(li) < Uj+l < V/1i) < Xj+1. 
Nun gibt es zu N gehOrende t-Punkte mit: 
Uj(l) < tj(l) < Vj; u/2) < t/2) < Vj(l) ; U/3) < t/3) < Vj(2) ; u/4) < tj(4) < V/3); ... 
... ; Uj(li) < tj(li) < Vj(li-1); Uj+l < tj(li+1) < Vj(li), 
wobei dann (tP), t/2») C i(~j(l»), ... , (t/1i), tj(li+1») C i(~j(li»). Die Behauptung 
des Satzes ist damit bewiesen. 
Definition. Die Riemann-Klassen in io(E Ko) sind partiell geordnet; 
dabei ist m[io] ~ m' [io], falls ftir jeden Punkt x E io zwischen den x durch 
m[io] bzw. m'[io] zugewiesenen Umgebungen im(x) bzw. im,(x) gilt: 
im(x) ~ im,(x). 
Definition A. Nach dem vorigen Satz gibt es zu einer Riemann-
Klasse m[io] und einer endlichen Menge Eo C io von Punkten ~ mi t 
T[{n] ~ 0 Zerlegungen von io, welche wir {m[io], Eo; T}-Zerlegungen 
nennen, und deren jede die folgenden Eigenschaften hat: 10 unter den 
endlich vielen Trennungspunkten a=XO<Xl < ... <xn=b kommen, auBer 
a und b, aIle und nur aIle Punkte ~ von Eo vor, 20 in jedem (xj, Xj+1) gibt 
es Teilungspunkte t;<Z) wie im Satze angegeben; dabei sei N die (tiberall 
dichte) Teilmenge von i o, in deren Punkten x T[{x}]=O ist. 
Bemerkung. Selbstverstandlich ist es moglich, daB es keine eigent-
lichen Trennungspunkte (zwischen a und b) gibt. 
Definition B. Zu einer in io endlichwertigen (eindeutigen) Funktion 
fund der Klasse aller {m[io], Eo; T}-Zerlegungen von io (gemaB Def. A) 
bilde man fiir jede derartige Zerlegung die Summe 3) 
,,-1 Zi ,,-1 
(1) L L f(~/l))· T[(tjm, t/l+1»)] + L f(xj)' T[(t:Z~11 +1\ tj(l»)]. 
i-O Z-1 i-I 
Die Gesamtheit aller Werte von (1) fiir aIle moglichen {m[io], Eo; T}-
Zerlegungen, bei m[io] und Eo fest, liefert eine im allgemeinen mehrwertige 
Riemann-Summe fur die Funktion f: 
F[f; {m[io], Eo; T}]; 
die abgeschlossene Hiille der Menge dieser Werte sei durch 
(IbiS) F[f; {m[io], Eo; T}] 
angedeutet. 
Bemerkung. Aus m[io] ~ m'[io] und Eo ~ Eo' folgt F[f; {m[io], 
Eo; T}] ~ F[f; {m'[io], Eo'; T}]. 
3) (a, toll»~ "'" (Xo, to(l» und (t~'.:11+l), b) "'" (t~'.:ll+1, xn) liefern keinen Beitrag 
zu dieser Swnme. 
4 
Definition C. Falls es zu einer in io endlichwertigen Funktion f 
eine Folge Eo(l) ~ EO(2) ~ ••• ~ EO(k) ~ ... (jedes EO(k) wie Eo in Def. A) 
und eine zugehOrige Folge W(l)[io]:J W(2)[iO]:J ... :J W(k) [io] :J ... von 
Riemann-Klassen 4a) gibt, fill' die die abgeschlossenen Htillen del' Riemann-
Summen F[f;{W(k)[io],Eo(k);T}] sich in einen Punkt I[f;io;T] (von R I ) 
zusammenziehen, so betrachte man f als integrierbar, und definiere durch 
den (endlichen) Grenzwert I[f; io; T] das allgemeine Riemann-Integral 
von f uber io in bezug auf T: 
(Iter) SiofdT=I[f;io;T]= lim F[f;{W(k)[io],Eo(k);T}]. 
k-->oo 
Bemerkungen. 1. Falls es mehrere Folgen von {W(k)[io], EO(k); T}-
Zerlegungen mit zugehorigem Grenzwert gemiW Def. C gibt, so ist dennoch 
del' Wert des Integrals durch die Definition eindeutig bestimmt, wie sich 
leicht mit del' vorigen Bemerkung und Def. C ergibt. 2. 1st f integrierbar 
im Sinne von Def. C, und Eo(l) ~ ... ~ Eo(j) ~ ... eine gegen die Menge 
E (C io) aller Punkte x mit T[{x}l~O konvergierende Folge von Mengen 
Eo(i) wie Eo in Def. A, so gibt es immer eine zugehorige Folge Sj((l)[io] :J ... 
... :J 2{(j) [io] :J '" von Riemann-Klassen, ftir die ebenfalls 
SiofdT= lim F[f; {2{(j)[io],Eo(j);T}]. 
j-:,.oo 
Enthalt E unendlich viele Punkte und sind nicht von einem bestimmten 
Index ab aIle EO(k) (del' Def. C) gleich, so bilde man nur eine Teilfolge 
EO(kl ) ~ E O(k2) ~ ••• ~ Eo(ki) ~ ... del' in Def. C angenommenen Folge 
Eo(l) ~ EO(2) ~ ••• ~ EO(k) ~ ... , mit moglichst groBem ki bei EO(ki) ~ 
~ Eo(j) 4b), und nehme als ~(j)-Klasse die Klasse W(ki)[io]; dann ist, nach 
del' Def. C vorangehenden Bemerkung, ftir aIle j-Werte 
F[f; {W(i) rio], Eo(j); T}] ~ F[f; {W(ki) rio], EO(ki); T}], 
woraus die Behauptung ftir diesen Fall folgt. Sind aIle EO(k) von einem 
bestimmten Index ab einander gleich (was immer del' Fall sein wird bei 
E eine endliche Menge), so ist die Konstruktion del' ~(j)-Klassen einfacher. 
§ Ibis. Satz. Hat f ein allgemeines R-Integral tiber io(E Ko) in bezug 
auf die positive Variation G von tP, und ebenso in bezug auf Igl, so existiert 
auch das allgemeine R-Integral tiber io in bezug auf T, mit 
Sio f dT = Sio f dG+ Sio f dlgl· 
Beweis. Die Menge del' Punkte ~ mit T[{n]#O fallt bekanntlich 
zusammen mit del' Summe del' disjunkten Mengen del' Punkte ~' bzw. ~", 
in welchen G[{~'}]#O bzw. g[W'}]#O ist; dabei ist dann T[W}]=G[{~'}] 
bzw. T[{~"}]= Igl[{~"}]. 
4,) Die Bedeutung von:> zwischen ~-Klassen wird, nach der Definition von 
;;;) zwischen ihnen im Texte, wahl deutlich sein. 
4b) Es ist moglich, daB es fUr die Anfangswerte von j keine Menge Eo(ki) gibt; 
dann fuge man etwa den Summen F[f;{~(k)[io], EO(k); T}] von Def. 0 eine diesen 
Summen vorangehendes F[f; {~(O)[io], Eo(O); T}], mit Eo(O) leer und ~(O)[io] == 
~(l)[io], hinzu, wodurch die genannte Unmoglichkeit gehoben wird. 
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Es gibt Folgen EO(I) ~ ..• ~ EO(k) ~ ... , fur deren Punkte G# 0 ist, und 
m(l) [io] :) ... :) m(k) [io] :) ... , mit 
(2) SoldG= lim F[f; {m(k)[io],Eo(k);G}]; 
k-->oo 
daneben Folgen EO'(I) ~ ... ~ Eo'(k) ~ ... , fur deren Punkte Igl # 0 ist, 
und m'(I) [io] :) ... :) m'(k)[io]:) ... , mit 
(3) Sio 1 dlgl = lim F[f; {m'(k) [io], EO'(k); Igl}]· 
k-->oo 
Nun lassen sich Folgen Eo"(1) ~ ••• ~ EO"(k) ~ ... , mit EO"(k) =EO(k) +EO'(k), 
und m"(1) [io] ~ ... ~ m"(k) [io] ~ ... , mit m"(k)[io] die Menge von Umge-
bungen i"(k)(X) =i(k)(X)· i'(k)(X) bei x E io, i(k)(X) E m(k) [io], i'(k)(X) E m'(k) [io], 
bilden, fur die aus (2) und (3) mit (1) folgt: 
lim F[f; {m"(k) [io], EO"(k); T}]= lim F[f; {m(k) [io], EO(k); G}]+ 
k---+oo k~oo 
+ lim F[f; {m'(k)[io], Eo'(k); Igl}], 
k-+oo 
d.h. 
SiO 1 dT existiert, und ist gleich Sio 1 dG+ Sio 1 dlgl· 
Definition. D. Existieren die allgemeinen Riemann-Integrale der 
endlichwertigen Funktion 1 uber io E Ko in bezug auf G und Igl, so 
definieren wir das allgemeine Riemann-Integral von 1 uber io in bezug 
aul cJ> als eine Differenz: 
Sio 1 dcJ> = Sio 1 dG- Sio 1 dlgl· 
Definition E. Fur {~} E Ko seien die allgemeinen Riemann-Integrale 
wie folgt definiert: 
Sm 1 dT - I(~) .T[{~}], SW 1 dG - I(~) .Gun], Sw 1 dlgl . I(~) ·Igl Un] 
und SwldcJ> 1(~)·cJ>[{n]. 
§ 2. Theorem 1. Die allgemeinen Riemann-Integrale in bezug auf 
T, G, Igl und cJ> auf einer Basismenge H (also E Ko) sind lineare Funk-
tionale, d.h. aus der Existenz dieser Integrale fur die endlichwertigen 
Funktionen I, g und bei iX, (3 willkurliche Konstanten folgt die allgemeine 
R-Integrierbarkeit von iX-/+(3·g, mit 
SH(iX. 1+(3·g) dT=iXSH 1 dT+f3fH g dT, 
und analoge Relationen fur G, Igl und cJ>. 
Korollar. Hat 1 ein allgemeines T-Integral uber das Intervall i o, 
und gilt dasselbe fur die Funktion 10, gleich 1 in den Punkten x von io 
mit T[{x}]#O, und gleich Null in den ubrigen Punkten von i o, so hat 
auch 1 - 10 ein allgemeines T-Integral uber i o, wobei: 
Sio 1 dT = Sio 10 dT + Sio (1- 10) dT. 
Theorem 2. Bei E = {Xl, ... , Xj, ... } die Menge der abziihlbar vielen 
Punkte von io mit T [{ Xj}] # 0 sei die in io endlichwertige Funktion 1 
00 
gleich Null in den Punkten von io-E, wiihrend die Reihe ! l!(xj)I·T[{Xj}] 
;=1 
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konvergiere. Dann hat f ein allgemeines R. Integral in bezug auf T tiber 
io, mit 
00 
(4) Siof dT=! f(xj)·T[{xj}J. 
i~l 
Be wei s 5). B1 > ... > Bk> ... sei eine nach Null konvergierende 
Folge. Bei den k gibt es zu jedem Punkt Xj sich in Xj zusammenziehende 
Umgebungen i(k)(Xj) C io mit If(xj)l· {T[i(k)(Xj)] -T[{xj}]} < Bk/2j. Ftir 
jeden Punkt x E io-E sei i(k)(X) =io. Die so entstandene Riemann-Klasse 
~(k)[io] und EO(k) {Xl, ... , Xk} ftihren zu {~(k)[io], EO(k); T}-Zerlegungen 
von io, bei denen die Summen (1) ftir die hier betrachtete Funktion f 
immer von 
k ! f(xj).T[{xj}] 
i~l 
00 
eine Abweichung vom absoluten Werte <Bk+ ! If(xj)I·T[{xj}] haben. 
i~k+l 
Mit Definition C folgt daraus, ftir k --7 =, (4). 
Bemerkung. Theorem 2 hat nicht eine Umkehrung: aus der 
00 
Existenz von Sio f dT folgt die absolute Konvergenz von! f(xj) .T[{xj}J. 
i~l 
The 0 rem 3. Bei f( c) = 0 folgt aus der Existenz der allgemeinen 
Riemann-Integrale in bezug auf T: 
S(a, c) fdT und S(C, b) fdT (a<c<b) 
die Existenz des allgemeinen R-Integrals von f tiber (a, b), und umge-
kehrt. Dabei ist dann 
(5) S (a, c) f dT + S (c, b) f dT = S (a, b) f dT. 
Beweis. f sei T-integrierbar tiber io = (a, b). Dann wird Sio f dT, 
gemiiB Def. C, definiert durch (Iter). Ftir jedes k konnen wir aus der Klasse 
aUer {~(k) [io], Eo(k); T}-Zerlegungen von io (gemiiB Def. A) nur diejenigen 
betrachten, bei welchen auch c als TrennuJ;lgspunkt auftritt 6) ; die 
zugehorigen Werte von F [f; {~( k) [io], Eo (k) ; T}] bilden eine Teilmenge 
Fo[f; {~(k)[io], EO(k); T}], und diese iindert sich nicht, falls man ftir jeden 
Punkt x E (a, c) die Umgebung i(x) E ~(k)[io] durch i(x)· (a, c), daneben 
ftir jeden Punkt x E (c, b) die Umgebung i(x) E ~(k) [in] durch i(x)· (c, b) 
ersetzt. Die neue Riemann-Klasse sei ~o(k)[io]; dann liiBt sich schreiben 
(6) Fo[f; {~(k)[io], EO(k); T}]=Fo[f; {~o(k)[io], EO(k); T}]. 
5) Da aus den Annahmen folgt, daB! ein Lebesgue-Stieltjes Integral in bezug 
auf mT uber io gleich dem rechten Gliede von (4) hat, ist Theorem 2 auch eine 
Folgerung des Spezialfalles von Theorem 20 in Teil lIbis • 
6) Der Beitrag VOn c in einer zugehorigen Summe (1) ist Null, wegen !(c)=O, 
sowohl bei T[{c}]=O wie bei T[{c}] =F- O. Wir durfen annehmen, daB in 2((k)[io] 
i(a)·i(c)=i(c)·i(b)=O ist, was sich ev. durch Einschrankung dieser Intervalle er-
reichen laBt. 
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Jeder Wert von (6) ist Summe der Beitrage von (a, c) und von (c, b) 
ftir sieh, wahrend umgekehrt jeder dureh (a, c) mittels mo(k) [io], also mittels 
mo(k)[(a, c)], gelieferte Wert von Fo[f; {mo(k)[(a, c)], EO(k); T}], zusammen 
mit jedem mittels mo(k) [(c, b)] gelieferten Wert von Fo[f; {mo(k) [(c, b)], 
Eo(k); T}] bei Summation einen Wert fUr Fo[f; {mo(k) [io], Eo(k); T}] 
liefern. Wir konnen dies kurz sehreiben: 
(7) Fo[f; {mo(k) [io], EO(k); T}]=Fo[f; {mo(k) [(a, c)], EO(k); T}]+ 
+ Fo[f; {mo(k)[(c, b)], EO(k); T}J. 
Nun ist aueh: 
I(io) = Sio / dT= lim F[f;{m(k)[io], EO(k); T}]. 
k_oo 
Bei 'fj>O gibt es somit eine nattirliehe Zahl )! mit II(io)-F[f; {m(k)[io], 
EO(k); T}]I <'fj, und somit speziell 
(8) II(io)-Fo[f; {mo(k) [io], EO(k); T}]I<'fj, fur jedes k~)!. 
1st Zl(k) ein Wert von Fo[f;{mo(k)[(a, c)], EO(k); T}], und Z2(k) ein Wert von 
Fo[f; {mo(k)[(c, b)], EO(k); T}J, so folgt aus (7) und (8) bei k~)!: 
II(io) -Zl (k) -Z2(k)1 <'fj. 
1st aueh Zl(k) ein zugehOriger Wert von Fo[f; {mo(k)[(a, c)], EO(k); T}], so 
folgt ebenso: 
II(io)-Zl(k)-Z2(k)I<'fj. Also: IZl(k)-Zl(k)I<2'fj. 
Wegen der auf Def. B folgenden Bemerkung, angewandt auf (a, c), ist somit 
IZl(k+P)-Zl(k+ql<2'fj :fur Zl(k+P) EFo[f; {mo(k+p) [(a, c)], Eo(k+P);T}] und 
Zl(k+q) E Fo[f; {mo(k+q) [(a, c)], Eo(k+q); T}] (p, q naturliehe Zahlen). 
Naeh dem allgemeinen, Cauehysehen Konvergenzprinzip :fur mehrwertige 
Funktionen existiert somit S (a, c) / dT 7). Ebenso S (c, b) / dT. 
Existieren, umgekehrt, diese beiden 1ntegrale, SO konnen wir uns in 
ihren Definitionen besehranken auf Riemann-Klassen m(k) [(a, c)] und 
m(k) [(c, b)] (lc= 1,2, ... ), deren zugehOrige Umgebungen fUr die (inneren) 
Punkte von (a, c) bzw. (c, b) ganz in (a, c) bzw. (c, b) liegen, und Produkte 
der ursprungliehen Ic-ten Umgebungen von c in m(k) [(a, c)] und m(k) [(c, b)] 
die (neuen) Umgebungen von c in den neuen Klassen m(k) [(a, c)] und 
m(k)[(c, b)] sind. Aus diesen m(k) [(a, c)] und m(k) [(c, b)] entsteht bei 
Zusammenfassung eine Klasse m(k)[io]. Wegen /(c)=O ist dann immer 
F[f; {m(k) [io], EO(k); T}] = F[f; {m(k) [(a, c)], EO(k); T}] + 
+F[f; {m(k) [(c, b)], EO(k); T}], 
sowohl bei T[{c}]=O wie =1= O. k -+ 00 gibt dann die Existenz von 
S(a,b)/dT, mit Wert S(a,c)/dT+S(c,b)/dT. 
7) Dabei ist dann IS(a,c) f dT-Z1(k)I<31) fUr Zl(k) E Fo [f; {~o(k)[(a, c)], Eo(k); T}] 
bei k ~ x. Diese Abschatzung gilt gleichma13ig fUr aIle c in (a, b) mit !(c)=O. Eine 
analoge Relation gibt es fUr S(C, b)-ZZ(k). 
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Bemerkungen. 1. Das Theorem behaIt seine GuItigkeit bei l(c)#O 
und T[{c}] = O. Das Beweisverfahren bleibt fast ungeandert 7biS). Auch 
ist es moglich fur diesen Fall Theorem 3 auf 1- 10 anzuwenden, wobei 
10=1 in c, und =0 in den Punkten von io-{c}, und zu beachten daB 
Sio 10 dT existiert und den Wert Null hat. 2. Bei Anderung des Wertes 
einer uber io T-integrierbaren Funktion I in einem (inneren) Punkt x 
von io, mit T[{x}]=O, bleibt die Funktion IT-integrierbar uber io, und 
andert sich der Wert des Integrals nicht. 1st dagegen T[{x}] # 0, so ist 
die Anderung des Integrals gleich T[{x}] x die Differenz der neuen und 
ursprunglichen Werte von I in x. Dies alles folgt mit Theorem I. 
Theorem 4. Eine Menge A E Kist Summe von endlich vielen 
disjunkten Mengen E Ko: 
(9) 
1st die endlichwertige Funktion I T-integrierbar uber die if, und definiert 
man 
so ist der Wert von SA I dT unabhangig von der gewahlten Zerlegung (9) 
von A. Fur die zum Korper K gehorenden Teilmengen von A i8t dann 
da8 allgemeine R. Integral in bezug aul T eine be8chrankt additive 
Mengenlunktion. Dies gilt auch fur die G-, JgJ- und «P-Integrale. 
Theorem 5. Die T-Integrale einer endlichen Funktion I sind stetig, 
d.h. aus der Existenz von S (a, b) I dT folgt 
S(a, b) IdT= lim S(a,b,) IdT= ,lim S(a"b) IdTB). 
b.-'Jo-b: al~a: 
a(b,(b a (a,(b 
Umgekehrt folgt aus der Existenz von S(a"bjfdT, fur a<al<b, und 
eines (endlichen) Grenzwertes lim S(a" b) IdT, daB lauch ein alIge-
al~a: 
a (a, (b 
7bis) Fangen wir im ersten Tell des Beweises damit an fUr aIle Punkte c E io 
mit T[{c}]=O die durch \}[(k)[io] (k=l, 2, ... ) diesen Punkten beigegebenen Um-
gebungen i(k)(C) derartig einzuschranken daB jedesmal /!(e)/·T[i(k)(e)]<1) ist (1) wie 
im Beweise), so ist fUr j edes solche e, bei k ~ ~ und Zl (k) E zugehorige Wertmenge 
Fo [f; {\}[o(k)[(a, c)], Eo(k); T}], Zg(k) E zugehOrige Wertmenge Fo [f; {\}[O(k) [(c, b)], 
Eo(k);T}], sowohl /f(a,c)!dT-Zl(k)/<51) wie auch /f(C, b) ! dT-zg(k)/<51); dabei 
entstehen Zl(k) und Zg(k) aus Zl(k) bzw. Zg(k) durch Streichung des Beitrages des an c 
benachbarten Intervalles (x, e] von \}[o(k)[(a, c)] bzw.[c, x) von \}[o(k)[(e, b)]. Man 
beachte Fu13n. 3. 
8) Aus a<an<b und {an} -+ a, mit T[{an}] =1= 0, folgt dadurch lim han}! dT 
n_OO 
existiert, mit Wert Null. 
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meines R-Integral in bezug auf Tuber (a, b) hat, mit 
S(a, b) t dT = lim S(a" b) t dT, 
al~a: 
a (al (b 
wiihrend sich fur den Endpunkt b ein analoges Resultat beweisen liiBt. 
Beweis. Zum Beweise des ersten Teiles genugt es den Fall des 
linken Endpunktes a zu betrachten. Nach Definition C gibt es zu positivem 
'f} eine naturliche Zahl " mit 
(10) !S(a, b) t dT - F[f; {2P") [(a, b)], Eo("); T}]! <'f}; 
bei einer gemiiB Definition A fest gewiihlten {2P")[(a, b)], Eo("); T}-Zer-
legung sei das erste Intervall (a, ii) - (xo, to!l»), wobei dann T[{ii}]=O; es 
liefert keinen Beitrag in der zugehorigen Summe (1) 3). Fur jedes al mit 
a < al < ii gibt es, wegen der T-Integrierbarkeit von tuber (aI, b) und Def. C, 
eine Folge von Riemann-Klassen: 
m!l)[(al, b)]:> m(2) [(aI, b)]:> ... :> m(k) [(aI, b)]:> ... , 
welche den Punkten von [aI, b] Umgebungen zuordnen, liegend in den 
diesen Punkten durch m(")[(a, b)] zugeordneten Umgebungen, dabei 
fur al auBerdem in (a, ii), und welche mit einer zugehorigen Folge 
EO(l) ~ ... ~ Eo(k) ~ ... , wobei Eo!l) ~ E o("), zu folgendem Ausdruck fur 
das T-Integral uber (aI, b) fuhren: 
(11) S(a .. b) t dT= lim F[f; {m(k)[(al, b)], EO(k); T}]. 
k->co 
Mit E o(") ~ Eo!l) folgt dann fur jedes k 
(12) F[f; {m(k)[(al, b)], EO(k); T}] ~ F[f; {m(") [(a, b)], Eo("); T}]. 
Aus (10), (11) und (12) folgt sofort 
!S(a, b) t dT - S(a" b) t dT! ;;;;'f}, 
unabhiingig von der Wahl von al in (a, ii). Die Stetigkeit in a ist damit 
bewiesen. 
Fur die U mkehrung betrachten wir eine Folge (al (0) = b > )al (1) > al (2) > .. . 
... >al(j» ... , konvergierend gegen a und mit T[{al(J)}]=O (j=l, 2, ... ); 
daneben eine Folge Eon) ~ EO(2) ~ ... ~ EO(k) ~ ... mit Grenzmenge = die 
Menge E der abziihlbar vielen Punkte x in io mit T[{x}]#O. Nach 
Bemerkung 2 von § 1 gibt es dann zu jedem Interval (al(}+l),al(i») 
(j =0, 1,2, ... ) Riemann-Klassen m!l)[(al(i+l), al(J»)]:> m(2)[(al(f+l), al(f»)]:> 
:> ... :>m(k) [(al(f+l), al(f»)]:> ... , deren fur die (inneren) Punkte von 
(al (}+l) , al (i») zugehorige Umgebungen ganz in dem Intervallliegen, und mit 
S(al(Hl),al(i) t dT= lim F[f; {m(k) [(al (J+l) , al(J»)], Eo(k)·(al(i+l), al(j»); T}]; 
k-'>co 
dabei ist es moglich die zugehorigen Umgebungen i(k)(al(j») eines 
al(f)(j=l, 2, ... ) so in (al(J+l), al(i-l») zu wahlen, daB bei festem rJ>O die 
Bedingung l!(al(J»)!·T[i(k)(al(f»)] <'f}/2j erfullt wird, wahrend in jedem 
(al(j+l), al(f») (j=O, 1, ... ) aus T[{c}]=O folgt l!(c)!·T[i(k)(C)]<'f}/2j bei 
i(k)(C) E N(k) [(al(j+l), al(j))] (k= 1,2, ... ). 
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Zu dem gewahlten 'YJ bilden wir eine Riemann-Klasse 2!1J[(a, b)] in 
folgender Weise: 10 fur die (inneren) Punkte von (al (J+1), al (J») (j = 0, 1, ... ) 
wie N(k(J.'l» [(al(J+1), al(j»)] (k(j, 'YJ) zunehmend mit j), welche mit der zuge-
horigen Menge EO(k(j,1J». (al (j+1), al (j») gibt: 
(13) IS(al(i+l),al(j) fdT-F[f; {2{(k(j,17» [(al(j+1), al(j»)], Eo(k(j,17». (al(j+1), 
al(J»); T}]I <'YJ/2j; 
20 ffir a1<O) wie in 2!(k<O,17» [(al(l), a1<O»)]; 30 fur al(j)(j= 1,2, ... ) bei k(j, 'YJ) 
in der schon oben allgemein fur jedes k angedeuteten Weise; 40i(a) = (a-'YJ, 
a+p('YJ)), mit p('YJ) <'YJ und 
(14) I lim S(al,b) fdT-i<;;;.b) fdTI<'YJ 
",-->a;a(a,(b 
fur jedes x in (a, a+p('YJ)); schlieBlich die Abanderung: 50 (al('+1), al('») sei 
das Intervall mit moglichst kleinem Index lund (al ('+1), al ('») . (a, a + 
+ p('YJ)) =1= 0. Fur aIle j ~ l bleibt dann durch Einschrankung von 
2{(k(j,'7» [(al(j+1), al(J»)] bei Ersetzung von EO(k(j,17». (al(j+1), al(j») durch die 
leere Menge 0 dennoch die Relation (13) erhalten (vergl. Anfang des 
Beweises von Th. 3), also: 
(13') IS (al(i+1) ,al(i) f dT - F[f; {W(k(j, '1» [(al (HI), al (j»)], 0; T}]I <'YJ/2i bei j ~ l. 
Aus dem ersten Teil des Beweises von Theorem 3, zusammen mit 
FuBn. 7biS, folgt, daB die am Ende des vorletzten Absatzes fur die in den 
Punkten C E (al(J+1), al(j»), mit T[{c}] = 0, gemachten Voraussetzungen, 
zusammen mit (13) oder (13') 9), zu der gleichmaBigen Abschatzung 
(13") IS(e, al(i) f dT - F[f; {2!o(k(J.'l» [(c, al(j»)], 
Eo(k(j,'7». (c, al(j»)9biS); T}]I < 5'?J/2j 
fur aIle diese c fuhren. 
Zu 2!17[(a, b)] betrachten wir als zugehorige Eo-Menge die Menge 
,-1 
EO'17 = L EO(k(j,17». (al (j+1), al (j»). 
i~O 
Fur jede {2!17[(a, b)], Eo, 17; T}-Zedegung ist dann, bei i5 unmittelbar auf 
a folgenden Teilungspunkt, wegen (13), (13") und 30, 
IS (C. b) f dT - F[f; {2!17[(a, b)], Eo, 17; T}]I < 2'YJ + 5'YJ +'YJ = 8'YJ; 
mit (14) folgt: 
I lim S(al,b) f dT - F[f; {2!7j[(a, b)], Eo,'1; T}]I < 9'YJ, 
",-->a;a < a, (b 
woraus die Umkehrung hervorgeht. 
§ 3. Beispiele. A. In Rl seien '!p, tfJ, K, K o, T, G und g wie in § l. 
Bei e>O ist dann, fur io - (a, b) E K o, eine e-Zerlegung in bezug auf 
(tfJ oder) T von io eine Zerlegung von io in endlich viele Mengen von ein-
9) Man benutzt, genau gesehen, auch die Giiltigkeit von (13) oder (13') fiir 
aIle k ~ k(i, 1). 
9bis) Zu ersetzen durch die leere Menge 0 bei i ~ t. 
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zelnen Punkten {Xj} (xO=a<xl < ... <Xj< ... <xp=b), unter denen aIle 
Punkte ~ E io mit T [g}] ~ s vorkommen, und die endlich vielen ofl'enen 
Mengen i j (Xj-l, Xj), ftir die T[i j ] < s sein S01110). Bei einer in io beschrank-
ten Funktion I lassen sich dann zu del' s-Zerlegung in bezug auf T die 
Summen 
p p-l 
(15) L 1(~j)·T[(xj-l' Xj)] + L l(xj)·T[{xj}], mit Xj-l<~j<Xj, 
i~1 i~1 
bilden; diese Summen liegen zwischen 
p p-l 




(17) L untere Grenze von I auf i jXT[(xj-l, Xj)] + L l(xj).T[{xj}]. 
i~1 i~1 
Aus der s-Zerlegung von io entsteht eine Riemann-Klasse 2!.[io] dadurch 
daB wir fUr jeden Punkt ~j E (Xj-l, Xj) i(~j) C (Xj-l, Xj) (j = 1, ... p) wahlen, 
wahrend den Punkten Xj (j = 0, ... , p) Umgebungen i(xj) zugewiesen 
werden, deren jede nur den zugehorigen Xj und keine weiteren der Xj-
p-l 
Punkteenthalt,undftirdie2M. L {T[i (xj)]-T[{xj}J}<s ist (M=obere 
i~1 
Grenze von III in (a, b)). E. sei die Menge der Punkte ~ E (a, b) mit 
T[{;}] ~s. Die Werte der mehrdeutigen Riemann-Summe ftir die Funktion 
I (gemaB Def. B), F[f; {2!.[io], E.; T}], werden dann, ebenso wie (15), 
immer zwischen (16) plus s und (17) minus s liegen. 
Ftir eine mono ton abnehmende und gegen Null konvergierende Folge 
von s(n)-Werten gibt es eine Folge von s(n)-Zerlegungen in bezug auf T 
von io, wobei jede Zerlegung durch Unterteilung aus der vorigen hervor-
geht, und aus welchen Riemann-Klassen 2!e(n)[io] und zugehorige Mengen 
E.(n) hervorgehen mit den Eigenschaften des vorigen Absatzes in bezug auf 
den zugehorigen s(n)-Wert, und mit 2!.(n) [io] ::::> 2!.(n+1) [io], E.(n) ~ E.(n+1). 
Hat I ein Riemann-Stieltjessches Integral in bezug aul Tuber io, so haben 
ffir die gegen Null konvergierende, abnehmende Folge {sIn)} die zugehorigen 
Summen (15), (16) und (17) aIle das (gewohnliche) R.-S. Integral 
Sio(RS) I dT als Grenzwert 11). Da jedoch ftir jedes n die Werte der mehr-
wertigen Riemann-Summe ftir I, F[/; {2!.(n) [io], E.(n); T}], zwischen der 
zugehorigen Summe (16) plus sIn) und der zugehorigen Summe (17) 
minus sIn) liegen, hat, nach Definition C, lauch ein allgemeines Riemann-
Integral in bezug aul Tuber io gleich Sio(RS) I dT. Ftir G, Igl und (/J gilt 
dasselbe. 
10) Vergleiche unsere Arbeit in diesen Proceedings, Series A, 65 (1962), S. 369-
384 und 489-498, speziell die Definition von e-Zerlegung auf S. 490 (§ 13), die, 
iibertragen in R 1 , obige Form gegeben werden kann. 
11) Vergl. loc. cit. 10), §§ 15 und 7bis • 
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B. Fiir eine zu io gehorende, nach Jordan T-meBbare Teilmenge H 
mit der charakteristischen Funktion XH ist 
das Jordansche T-MaB von H oder mT(H)= jio(RS)XT dT 12); 
hier ist nach A. das Integral auch als allgemeines Riemann-Integral in 
bezug auf T aufzufassen. 
C. lJI sei eine beschrankt additive, fiir die zu io - (a, b) gehOrenden 
Teilmengen E K definierte Mengenfunktion. In jedem Punkte x E io und 
in a und b sei lJI stetig [d.h. aus x E io folgt 
lim lJI[(t, x)]= lim lJI[(x, u)]=O, 
t(",.t-+", u)re.u-+x 
und lJI erfiille analoge (einseitige) Bedingungen in a und in b (vergl. 
Satz 5)]. Fiir jedes ofl'ene TeiIintervall von io mit T = 0 sei auch lJI = O. 
In jedem Punkte x Eio mit T[{x}]=O, auf des sen jeder Umgebung i(x) T=/= 0 
. II' dZ' h Abl' D ITf l' lJI[i(x)] .. I 1St, so e~ne en ~c e e~tung T,,,, r = . 1m T['( )] eXlstwren. n 
.("')-+'" ~ X 
lJI[ {x}] jedem Punkte x E io mit T[{x}l=l=O definiere man DT,,,,lJI= T[{x}] ;13) 
in den Punkten eines ofl'enen Intervalles mit T = 0 nehme man die T-
Ableitung von lJI als unbestimmt an. 
Dann hat DTlJI ein allgemeines Riemann-Integral iiber io in bezug 
auf T gieich lJI[io]. 
Beweis. Es geniigt zu bemerken, daB es bei 8>0 zu jedem Punkt 
x E io eine Umgebung i(x) C io gibt mit 
IlJI[(ft, t2)]-DT,,,,lJI·T[(t1, t2)] ~8·T[(ft, t2)] fiir (ft, t2) C i(x), t1 <X<t2; 
man beachte daneben die Stetigkeit von lJI in a und in b. 
Beme-rkung. Die aus der Punktfunktion t=X2 sin 1/x2 (x=/=O), =0 
(x= 0) hervorgehende Mengenfunktionfiir Khat die Ableitung 2x sin l/x2-
- 2/x cos 1/x2 (x#O), O(x=O) in bezug auf T[i] _ Iii; diese Ableitung hat 
somit ein allgemeines Riemann-Integral iiber (-1, + 1) in bezug auf T 
ohne absolut integrierbar im Lebesgueschen Sinne zu sein. 
D. 1st Heine Teilmenge von io - (a, b) vom Lebesgueschen MaB Null, 
so hat ihre charakteristische Funktion CH(X) ein allgemeines Riemann-
Integral iiber io in bezug auf T, und sein Wert ist Null; dabei ist T das 
elementare MaB fiir die Mengen von K. 
Beweis. Zu jedem 1]>0 gibt es eine Uberdeckung von H durch 
abzahlbar viele disjunkte Intervalle in, deren jedes einen oder mehrere 
12) Siehe J. Ridder, Die Einfuhrung von beschrankt- und total-additivem Map 
I, II, diese Proceed., Series A, 59 (1956), S. 143-165. 
13) Dann ist doch auch in einem solchen x DT,,,'P= lim ~[~(x)], wie aus 
i(",)-+", [~(x)] 
Additivitat und Stetigkeit von 'P und T (im hier angegebenen Sinne) folgt. 
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Punkte von H enthiilt, und mit ! T[in ] <'I]. Eine zugehOrige Riemann-
n-1 
Klasse m[io] wird dadnrch erhalten daB i(x)=io fur x¢=H, i(x)=in fur 
x EH·in, und i(a) und i(b) mit leerem Durchschnitt gewiihlt werden. 
Dann sind fur aIle gemiiB Definition A (§ 1) zugehOrigen Zerlegungen von 
io aIle Werte der mehrwertigen Riemann-Summe F[CH; {m[io], Eo; T}] 14) 
der Funktion CH kleiner als '1]. Daraus folgt die Behauptung. 
E. Mittels analoger Zerlegungen wie unter D. liiBt sich ffir jede offene 
Teilmenge w von io beweisen, daB die charakteristische Funktion Cw ein 
allgemeines Riemann-1ntegraluber io in bezug auf That (T wie unter D.), 
des sen Wert gleich dem Lebesgueschen MaB von wist. 
Bemerkung. 1st T eine beliebige, fur die Mengen von K wie in § 1 
definierte, nicht-negative Mengenfunktion, so gelten analoge Behauptungen 
wie unter D. und E. fur das zugehorige Lebesgue-Stieltjessche T-MaB. 
14) Da hier T[{x}]=O ist fiir jedes x Eio, ist Eo immer leer. 
(To be continued) 
